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Categorieën

Een categorie C bestaat uit

met compositie − ◦ −, zodat

I er is een identiteit idc : C → C en

I compositie is associatief.



Voorbeelden

Set objecten: verzamelingen
pijlen: functies

Ab objecten: abelse groepen
pijlen: groupshomomorfismes

4

∗1 ∗2

∗3 ∗4

a

f b
g

met ba = gf .



Functors

Een functor F : C→ D is een functie op objecten
én pijlen.

Zodat

I F (idC ) = idF (C ) en

I F (g ◦ f ) = F (g) ◦ F (f ).



Voorbeeld functor

Voor een verzameling V definieer

Z[V ] = {φ : V → Z | φ(v) 6= 0 voor eindig veel v}.

Voor een functie f : V → W definieer

Z[f ] : Z[V ]→ Z[W ]

Z[f ](φ) =
∑
v

φ(v)χ{f (v)}.

Dit is een functor: Z[−] : Set→ Ab.



Voorbeeld functor
Definieer F : 4→ Ab als volgt:

F (∗1) = F (∗2) = F (∗3) = F (∗4) = Z

en op pijlen:

F (f )(n) = 4n F (g)(n) = 3n

F (a)(n) = 6n F (b)(n) = 2n.

Z Z

Z Z

×6

×4 ×2
×3

Compositie is behouden,
want het diagram
commuteert.



Samenvattend

I Categorie
D
= objecten + pijlen.

I Functor
D
= pijl tussen categorieën.

I Functor ∼ Constructies.

I Functor ∼ Diagrammen.

F is contravariant (notatie F : Cop → D) als

F (g ◦ f ) =
F (g) ◦ F (f ).
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Belangrijke categorie in mijn scriptie

∆ objecten: [n] = {0, . . . , n}, n ∈ N
pijlen: monotoon stijgende functies.

Voorbeeld
Voor elke n ∈ N zijn er pijlen

I δi : [n] ↪→ [n + 1] slaat i over (0 ≤ i ≤ n)

I σi : [n+ 1]� [n] bereik i twee keer (0 ≤ i < n)

Dus ∆ =
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Belangrijke categorie in mijn scriptie

∆ =

Lemma
De cosimpliciale vergelijkingen gelden:

δjδi = δiδj−1, if i < j ,

σjδi = δiσj−1, if i < j ,

σjδj = σjδj+1 = id,

σjδi = δi−1σj , if i > j + 1,

σjσi = σiσj+1, if i ≤ j .
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A :

∆op → Ab

A := A0 A1 A2 · · ·
A(δ0)

A(δ1)
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De categorie sAb

Objecten Simpliciaal abelse groepen A
preciezer: functoren A : ∆op → Ab

Pijlen Natuurlijke transformaties
preciezer: φ : A→ B bestaat uit φn : An → Bn

zodat

An Am

Bn Bm

A(f )

φn φm

B(f )
voor alle f : [m]→ [n].



De categorie Ch(Ab)

Objecten Ketencomplexen C
preciezer: collectie abelse groepen Cn en
groepshomonorfismes ∂n+1 : Cn+1 → Cn zodat
∂ ◦ ∂ = 0

Pijlen Ketenafbeeldingen
preciezer: φ : C → D bestaat uit φn : Cn → Dn

zodat

Cn+1 Cn

Dn+1 Dn

∂

φn+1 φn

∂



sAb lijkt op Ch(Ab)

Simpliciaal abelse groepen:

met de 5 vergelijkingen

Ketencomplexen:

C0 ← C1 ← C2 ← · · ·
met ∂ ◦ ∂ = 0

sAb heeft meer structuur?
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De Dold-Kan correspondentie

N :

sAb ' Ch(Ab)

: K

Zodat ∀C ∈ Ch(Ab) : N(K (C )) ∼= C

en ∀A ∈ sAb : K (N(A)) ∼= A.

N is in zekere zin surjectief: ∀C ∈ Ch(Ab) is er een
A ∈ sAb met N(A) ∼= C .
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Eerste gok

Definieer M : sAb→ Ch(Ab) met M(A)n = An.

Zij C = Z← 0← 0← · · ·
Is er een A zodat M(A) ∼= C?
M.a.w. A0

∼= Z en A1
∼= 0, kan dat?

Nee! Want A0
A(σ0)−−−−→ A1 is injectief!

(want σ0δ0 = id, dus A(δ0)A(σ0) = id)
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Definities

Zij A ∈ sAb
x ∈ An heet een n-simplex
x ∈ An is gedegenereerd als x = A(σi)(y) voor een
zekere i en y .



De juiste constructie
Zij A ∈ sAb, definieer

N(A)n =
n⋂

i=1

ker(A(δi))

∂ = A(δ0)

Lemma
x ∈ N(A)n is niet-gedegenereerd.

Lemma
An = N(A)n ⊕ Dn(A).
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